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ОБЩИЕ МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ

Курс "Статистика в фармации" имеет целью ознакомить студентов с основами математико-статистического аппарата как инструмента для решения теоретических и практических задач фармации и химии. Роль и возможности математической статистики и математического моделирования в самых разных областях научных и практических исследований возрастают с развитием и массовым распространением компьютерной техники. Некоторые, широко применяемые в разных областях знаний, разделы математической статистики доведены до уровня методик и включены в издания Государственной фармакопеи.
Целью преподавания курса «Статистика фармации » является:

· овладение статистическим аппаратом, необходимым для анализа экономической деятельности аптечных учреждений;
· освоение необходимых приёмов самостоятельного исследования профессиональных проблем с помощью современных статистических методов;
· развитие логического и алгоритмического мышления, необходимого для решения задач, связанных с будущей профессиональной деятельностью.

Статистический анализ является обязательным при описании и изучении экономической деятельности любого учреждения, в том числе и аптечного. Методы математической статистики необходимы также при проведении любых научных исследований в области фармации.
Дисциплина "Статистика в фармации" изучается студентами заочного факультета фармацевтической академии на протяжении первого года обучения. Основным видом учебной работы студента заочного факультета академии является самостоятельное изучение данного предмета. В конце учебного года проводится лабораторно-экзаменационная сессия, состоящая из лекционных и практических занятий и зачёта в устной, письменной или тестовой форме.
Приступая к самостоятельной изучению предмета, следует, прежде всего, ознакомиться с программой курса. Из рекомендованной литературы надо взять за основу одно или два учебных пособия, полностью охватывающих программный материал. К другим пособиям рекомендуется прибегать в тех случаях, когда встретятся затруднения в понимании какого-либо вопроса. Учебники следует читать внимательно, продвигаясь вперёд только по мере усвоения материала. Чтение учебных материалов должно сопровождаться решением задач. Начинать нужно с разбора тех задач, которые рассмотрены в методических указаниях и учебниках.

Большое значение в самостоятельной работе студента имеет рабочая тетрадь – конспект. При первом чтении учебника в конспект рекомендуется выписывать определения основных понятий, вывод формул, формулировки теорем, их доказательства и решение задач. Полезно составить отдельный лист, в который следует выписывать важнейшие формулы курса.

Если в процессе работы студент встретится с затруднениями, он может обратиться за консультацией к рецензенту его контрольных работ письменно через деканат заочного факультета или по электронной почте.
В процессе изучения курса студент обязан выполнить контрольную работу. Приступать к выполнению контрольных заданий следует только после усвоения теории соответствующего раздела и разбора примеров решения задач.

Номер варианта определяется по последней цифре шифра.

Контрольные работы следует выполнять в обычной школьной тетради, оставляя поля для заметок рецензента. Решения задач необходимо располагать в порядке номеров, указанных в задании; перед решением каждой задачи надо записать полностью её условие. Решение задач следует излагать подробно, без сокращения слов, и сопровождать, в случае необходимости, ссылками на теорию. Графики и диаграммы можно выполнять от руки. Решение каждой задачи следует начинать с новой страницы. При решении задач округлять числовые результаты до трёх или четырёх значащих цифр.
Контрольные работы отсылаются для рецензирования в деканат заочного факультета Пермской государственной фармацевтической академии до 1 апреля. Лицевая сторона отсылаемой тетради должна быть оформлена следующим образом:
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После проверки работы рецензентом деканат высылает студенту рецензию. В ней может быть указано на необходимость исправления обнаруженных ошибок и недочётов. Студент должен выслать исправленные задачи. Если работа не зачтена в целом, то она должна быть переделана полностью и вновь выслана в деканат заочного отделения.
Рецензию на контрольную работу студент должен сохранять и предъявлять её на зачёте по требованию преподавателя.

Во время летней лабораторно-экзаменационной сессии студенты слушают обзорные лекции, на которых излагаются важнейшие теоретические положения курса. На практических занятиях большее внимание уделяется практическим приложениям курса.
После прослушивания лекций и прохождения практических занятий студенты сдают зачёт. Зачёт проводится в устной, письменной или тестовой форме. К сдаче зачёта допускаются учащиеся, правильно и полностью выполнившие контрольную работу и получившие допуск по практическим занятиям в период сессии. При сдаче зачёта от студента требуется умение формулировать основные определения, делать выводы некоторых формул и решать соответствующие задачи. Студенту могут быть заданы вопросы по выполненной им контрольной работе.

Зачёт сдаётся только по месту обучения. Сдача зачёта в других ВУЗах не разрешается.
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Методические указания к решению задач

Статистика изучает количественную сторону массовых явлений и процессов в неразрывной связи с их качественным содержанием. Она служит основой для принятия соответствующих управленческих решений.

Математическая статистика занимается обработкой результатов экспериментов. Она тесно связана с теорией вероятностей.
К основным задачам статистики относятся:

· организация сбора и группировки статистических экспериментальных данных;

· оценка неизвестных вероятности события и функции распределения, параметров распределения;

· оценка зависимости между случайными величинами;

· проверка статистических гипотез о виде неизвестного распределения или о величине параметров распределения, вид которого известен.

Для получения статистических данных из всех изучаемых объектов (образующих генеральную или статистическую совокупность) отбирается для наблюдения выборочная совокупность (выборка). Количество объектов в ней – объём выборки (n). Полученные в ходе измерений значения изучаемой величины называются вариантами (xi). Число вариант, имеющих одинаковое значение xi, – (абсолютная) частота данного значения (mi). Величина 
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 называется относительной частотой (иногда её называют частостью).

Для предварительной обработки результатов наблюдения создают вариационный ряд (ряд распределения), для чего варианты выстраивают в порядке возрастания вместе с их абсолютными частотами (иногда и относительными частотами). Различают дискретный и интервальный вариационные ряды. В дискретном ряду перечисляются все значения вариант; в интервальном ряду данные группируются в интервалы (как правило, равномерные); интервальный ряд создают обычно, если объём выборки велик, а исследуемая величина является непрерывной. Количество интервалов рекомендуется находить по формуле Стерджесса:

k = 1 + log2n = 1 + 3,322(lgn.
(1)

При этом результат округляется в большую сторону.

Графическое представление дискретного ряда называется полигоном (многоугольником) абсолютных или относительных частот, интервального ряда – гистограммой. Аналитически вариационный ряд описывается эмпирической функцией распределения: 
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. Иногда вместо графика эмпирической функции распределения строят непрерывную ломаную линию – кумуляту или кумулятивную кривую.

Зачастую исследователь знает вид распределения, которому удовлетворяют собранные экспериментальные данные, но ему неизвестны параметры этого распределения. Тогда по выборке можно попытаться оценить эти параметры. К статистическим оценкам числовых характеристик распределения предъявляются некоторые требования. Если ( – какая-то числовая характеристика, а (* – её оценка, то эта оценка должна быть:

· состоятельной, т.е. 
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 (при объёме выборки, стремящемся к бесконечности, статистическая оценка параметра распределения стремится к его настоящему значению);

· несмещённой, т.е. M((*) = (;

· эффективной, т.е. дисперсия данной оценки D((*) должна быть как можно меньше.

Оценкой математического ожидания (генерального среднего) чаще всего является выборочное среднее (среднее арифметическое)
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(2)

где n – объём выборки, k – число различающихся вариант. Данная оценка является состоятельной, несмещённой и наиболее эффективной (последнее – для нормально распределённой случайной величины).

Оценкой генеральной дисперсии D является выборочная дисперсия
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(3)
Но выборочная дисперсия является оценкой смещённой (т.е. M(Dв) ( D), поэтому вводится ещё исправленная дисперсия:
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(4)

которая является состоятельной, несмещённой и эффективной (для нормально распределённой случайной величины) оценкой дисперсии.

Соответственно этому существуют выборочное и исправленное средние квадратические отклонения:
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Выборочной модой Мо называют варианту, имеющую наибольшую частоту. Выборочной медианой Ме называют варианту, которая делит вариационный ряд на две равные по числу вариант части.

Кроме рассмотренных выше основных статистических оценок применяют и некоторые другие. Например, характеристиками вариации (рассеяния) исследуемой величины кроме дисперсии и среднего квадратического отклонения являются:

· размах варьирования – разность между наибольшим и наименьшим значениями вариант R = xmax – xmin;
(6)

· среднее абсолютное (линейное) отклонение
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(7)
· коэффициент вариации 
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· линейный коэффициент вариации 
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· коэффициент осцилляции 
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Наряду с точечными оценками (которые определяются одним числом и были рассмотрены выше) в математической статистике используются и интервальные оценки параметров распределения (они определяются двумя числами – концами интервала).

Для математического ожидания нормально распределённой случайной величины доверительный интервал равен 
[image: image12.wmf](,)
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, полуширина интервала с доверительной вероятностью (надёжностью) (  вычисляется по формуле


[image: image13.wmf]g

g

e

t

n

s

t

s

x

=

=

,
(11)

где параметр t( при известной дисперсии распределения или при большом объёме выборки находится из таблицы функции Лапласа (Приложение 1) по уравнению ((t() = 0,5(, а при малой выборке и неизвестной дисперсии – из распределения Стьюдента (Приложение 2), при этом число степеней свободы данного распределения  f = n – 1, уровень значимости ( = 1 – (.

В статистических исследованиях важное место занимает вопрос о взаимосвязи между различными рассматриваемыми явлениями. При изучении двух (и более) случайных величин, характеризующих свойства объектов некоторой генеральной совокупности, особый интерес представляет вопрос о зависимости между этими величинами.

Две случайные величины называются независимыми, если закон распределения любой из них не зависит от того, какие возможные значения принимает другая величина. В противном случае эти две величины называются статистически (или стохастически) зависимыми. Предельным случаем статистической является функциональная зависимость, при которой значения одной случайной величины однозначно вычисляются через значения другой величины. В этом случае, зная закон распределения одной из них, можно найти закон распределения и другой случайной величины.

Частным (и наиболее интересным) случаем статистической является корреляционная зависимость. При этом виде зависимости условное математическое ожидание одной случайной величины определяется значением другой. Условное математическое ожидание величины Х находится по формуле
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где p(xi, y) – вероятность того, что значение случайной величины X равно xi, а Y – y. Как видно из приведённого выражения, условное математическое ожидание одной величины является функцией от другой:

Mx(Y) = f(x), My(X) = g(y).

Эти выражения называют уравнениями регрессии (прямой и обратной, соответственно). В случае линейной регрессии они обычно записывают в виде

Mx(Y) = (yxx + b, My(X) = (xyy + d,

где (yx и (xy – коэффициенты регрессии:
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называется коэффициентом корреляции. Можно показать, что -1 ( r ( +1. Для независимых случайных величин r = 0. При линейной регрессионной зависимости случайных величин коэффициент корреляции указывает на тесноту их связи, он тем больше по абсолютной величине, чем больше эти величины связаны друг с другом. Для линейной функциональной зависимости |r| = 1.
Отметим ещё следующие формулы, связывающие коэффициенты корреляции и регрессии:
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При обработке экспериментальных данных с двумерными случайными величинами находятся выборочные уравнения регрессии
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где 
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или
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Выборочные коэффициенты регрессии и корреляции находятся по формулам


[image: image23.wmf]y

x

x

yx

y

xy

y

x

xy

r

y

x

xy

y

x

xy

s

s

s

r

s

r

×

-

=

×

-

=

×

-

=

,

,

2

2

.
(14)
На основе собранных в статистических исследованиях данных после их обработки делаются выводы об изучаемых явлениях. Эти выводы делаются путём выдвижения и проверки статистических гипотез. Статистической гипотезой называется любое утверждение о виде или свойствах распределения наблюдаемых в эксперименте случайных величин. Статистические гипотезы проверяются статистическими методами.
Проверяемая гипотеза называется основной (нулевой) и обозначается Н0. Кроме нулевой выдвигается ещё и альтернативная (конкурирующая) гипотеза Н1, отрицающая основную. Таким образом, в результате проверки будет принята одна и только одна из гипотез, а вторая будет отвергнута.
Выдвинутая гипотеза проверяется на основании исследования выборки, полученной из генеральной совокупности. Из-за случайности выборки в результате проверки не всегда делается правильный вывод. При этом могут возникать следующие ситуации:
1. Основная гипотеза верна и она принимается.

2. Основная гипотеза верна, но она отвергается.

3. Основная гипотеза не верна и она отвергается.

4. Основная гипотеза не верна, но она принимается.

Во случае 2 говорят об ошибке первого рода, в последнем случае речь идёт об ошибке второго рода.

Таким образом, по одним выборкам принимается правильное решение, а по другим – неправильное. Решение принимается по значению некоторой функции выборки, называемой статистической характеристикой, статистическим критерием или просто статистикой. Множество значений этой статистики можно разделить на два непересекающихся подмножества:
· подмножество значений статистики, при которых гипотеза Н0 принимается (не отклоняется), называется областью принятия гипотезы (допустимой областью);
· подмножество значений статистики, при которых гипотеза Н0 отвергается (отклоняется) и принимается гипотеза Н1, называется критической областью.
Основная гипотеза Н0 о значении неизвестного параметра (  распределения обычно выглядит так:

Н0: ( = (0.

Конкурирующая гипотеза Н1 может при этом иметь следующий вид:
Н1: ( < (0,
Н1: ( > (0 
или 
Н1: ( ( (0.
Соответственно получается левосторонняя, правосторонняя или двусторонняя критические области. Граничные точки критических областей (критические точки) определяют по таблицам распределения соответствующей статистики.
При проверке гипотезы разумно уменьшить вероятность принятия неправильных решений. Допустимая вероятность ошибки первого рода обозначается обычно ( и называется уровнем значимости. Его значение, как правило, мало (0,1, 0,05, 0,01, 0,001…). Но уменьшение вероятности ошибки первого рода приводит к увеличению вероятности ошибки второго рода ((), т.е. стремление принимать только верные гипотезы вызывает возрастание числа отброшенных правильных гипотез. Поэтому выбор уровня значимости определяется важностью поставленной проблемы и тяжестью последствий неверно принятого решения.

Проверка статистической гипотезы состоит из следующих этапов:
1) определение гипотез Н0 и Н1;
2) выбор статистики и задание уровня значимости;
3) определение критических точек Ккр и критической области;
4) вычисление по выборке значения статистики Кэкс;
5) сравнение значения статистики с критической областью (Ккр и Кэкс);
6) принятие решения: если значение статистики не входит в критическую область, то принимается гипотеза Н0 и отвергается гипотеза H1, а если входит в критическую область, то отвергается гипотеза Н0 и принимается гипотеза Н1. При этом, результаты проверки статистической гипотезы нужно интерпретировать так: если приняли гипотезу Н1, то можно считать её доказанной, а если приняли гипотезу Н0, то признали, что она не противоречит результатам наблюдений. Однако этим свойством наряду с Н0 могут обладать и другие гипотезы.
Рассмотрим далее несколько различных статистических гипотез и механизмов их проверки.
I). Гипотеза о генеральном среднем значении нормального распределения при неизвестной дисперсии. Предполагаем, что генеральная совокупность имеет нормальное распределение, её среднее и дисперсия неизвестны, но есть основания полагать, что генеральное среднее равно а. При уровне значимости ( нужно проверить гипотезу Н0: 
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. В качестве альтернативной можно использовать одну из трёх рассмотренных выше гипотез. В данном случае статистикой служит случайная величина
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имеющая распределение Стьюдента с n – 1 степенями свободы. Определяется соответствующее экспериментальное (наблюдаемое) значение tэкс. Из таблицы критических точек распределения Стьюдента находится критическое значение tкр. При альтернативной гипотезе Н1: 
[image: image26.wmf]a
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 оно находится по уровню значимости ( и числу степеней свободы n – 1. Если tэкс < tкр, то нулевая гипотеза принимается, в противоположном случае – отвергается. При альтернативной гипотезе Н1: 
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 критическое значение находится по уровню значимости 
[image: image28.wmf]2
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 и том же числе степеней свободы. Нулевая гипотеза принимается, если |tэкс| < tкр.

II) Гипотеза о равенстве двух средних значений произвольно распределённых генеральных совокупностей (большие независимые выборки). При уровне значимости ( нужно проверить гипотезу Н0: 
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. Если объём обеих выборок велик, то можно считать, что выборочные средние имеют нормальное распределение, а их дисперсии известны. В этом случае в качестве статистики можно использовать случайную величину
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имеющую нормальное распределение, причём M(Z) = 0, D(Z) = 1. Определяется соответствующее экспериментальное  значение zэкс. Из таблицы функции Лапласа находится критическое значение zкр. При альтернативной гипотезе Н1: 
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 оно находится из условия ((zкр) = 0,5 – (. Если zэкс < zкр, то нулевая гипотеза принимается, в противоположном случае – отвергается. При альтернативной гипотезе Н1: 
[image: image32.wmf]y
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 критическое значение находится из условия ((zкр) = 0,5((1 – (). Нулевая гипотеза принимается, если |zэкс| < zкр.
III) Гипотеза о равенстве двух средних значений нормально распределённых генеральных совокупностей, дисперсии которых неизвестны и одинаковы (малые независимые выборки). При уровне значимости ( нужно проверить основную гипотезу Н0: 
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. В качестве статистики используем случайную величину
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имеющую распределение Стьюдента с (nх + nу – 2) степенями свободы. Определяется соответствующее экспериментальное значение tэкс. Из таблицы критических точек распределения Стьюдента находится критическое значение tкр. Всё решается аналогично гипотезе (I).

IV) Гипотеза о равенстве двух дисперсий нормально распределённых генеральных совокупностей. В данном случае при уровне значимости ( нужно проверить гипотезу Н0: D(Х) = D(Y). Статистикой служит случайная величина
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имеющая распределение Фишера – Снедекора с f1 = nб – 1 и f2 = nм – 1 степенями свободы (
[image: image36.wmf]2
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 – большая дисперсия, объём её выборки nб). Определяется соответствующее экспериментальное (наблюдаемое) значение Fэкс. Критическое значение Fкр при альтернативной гипотезе Н1: D(Х) > D(Y) находится из таблицы критических точек распределения Фишера – Снедекора по уровню значимости ( и числу степеней свободы f1 и f2. Нулевая гипотеза принимается, если Fэкс < Fкр.

V) Гипотеза о равенстве нескольких дисперсий нормально распределённых генеральных совокупностей по выборкам одинакового объёма. В данном случае при уровне значимости ( нужно проверить гипотезу Н0: D(Х1) = D(Х2) = …= D(Хl). Статистикой служит случайная величина


[image: image37.wmf]2

2

2

2

1

2

max

...

l

S

S

S

S

G

+

+

+

=

,

имеющая распределение Кочрена со степенями свободы f = n – 1 и l (n – объём каждой выборки, l – количество выборок). Проверка этой гипотезы проводится так же, как и предыдущей. Используется таблица критических точек распределения Кочрена.
VI) Гипотеза о существенности корреляционной связи. В данном случае при уровне значимости ( нужно проверить гипотезу Н0: r = 0. (Если коэффициент корреляции равен нулю, то соответствующие величины не связаны друг с другом). Статистикой в данном случае служит случайная величина
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имеющая распределение Стьюдента с f = n – 2 числом степеней свободы. Проверка этой гипотезы проводится аналогично проверке гипотезы (I).

VII) Гипотеза о значении вероятности появления события. Проведено достаточно большое количество n независимых испытаний, в которых событие А произошло m раз. Есть основания полагать, что вероятность наступления данного события в одном испытании равна р0. Требуется при уровне значимости ( проверить гипотезу о том, что вероятность события А равна гипотетической вероятности р0. (Т.к. вероятность оценивается по относительной частоте, то проверяемую гипотезу можно сформулировать и иначе: значимо или нет различаются наблюдаемая относительная частота и гипотетическая вероятность).

Количество испытаний достаточно велико, поэтому относительная частота события А распределена по нормальному закону. Если нулевая гипотеза верна, то её математическое ожидание равно р0, а дисперсия 
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. В соответствии с этим в качестве статистики выберем случайную величину
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которая распределена приближённо по нормальному закону с нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией. Проверка данной гипотезы осуществляется точно так же, как и в случае (I).
VIII) Гипотеза о виде распределения генеральной совокупности. Критерий согласия Пирсона. На основании выборки из генеральной совокупности или из каких-то иных соображений выдвигается нулевая гипотеза о конкретном распределении генеральной совокупности, выраженной через функцию распределения F(x). Это распределение назовём теоретическим.
По выборке находится эмпирическая функция распределения F*(x). Гипотеза Н0 о распределении генеральной совокупности принимается, если эмпирическое распределение хорошо согласуется с теоретическим. Для проверки таких гипотез разработаны несколько критериев согласия. Здесь рассматривается (2-критерий согласия Пирсона.
При его использовании вся область изменения генеральной совокупности делится на несколько интервалов, которые могут иметь различную длину. По выборке составляют вариационный ряд с использованием этих же интервалов. Если в некотором интервале частота, слишком мала (меньше 4), то этот интервал объединяют с соседним.
По выборке вычисляют оценки параметров теоретического распределения. Тем самым теоретическое распределение будет полностью определено. Далее по теоретическому распределению находятся вероятности того, что случайная величина принимает значение из каждого интервала. После чего вычисляются теоретические частоты (произведения найденной вероятности на объём выборки).
Нулевая гипотеза принимается, если теоретические и эмпирические частоты мало отличаются друг от друга. При этом в качестве статистики рассматривается случайная величина
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где mi – эмпирические, а mi’ – теоретические частоты, l – количество интервалов. Эта величина имеет распределение (2 с l – p – 1 степенями свободы (где р – число подбираемых параметров распределения). Основная гипотеза о виде распределения принимается, если 
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Тесно связан с задачами статистической проверки статистических гипотез дисперсионный анализ, в котором проверяется гипотеза о равенстве нескольких генеральных средних Н0: М(Х1) = М(Х2) = … М(Хl). При этом предполагаемое различие генеральных средних обусловлено действием некоторого фактора. А рассматриваемые генеральные совокупности (группы) отличаются значением данного действующего фактора (эти значения называют в дисперсионном анализе уровнями или градациями и они могут быть как количественными, так и качественными). Поэтому, подтверждение в результате проверки различия генеральных средних будет одновременно и доказательством действия данного фактора.

Различия вариант в группах обуславливаются как естественным разбросом данной величины, так и действием исследуемого фактора. Поэтому в рассмотрение вводятся две дисперсии: остаточная или внутригрупповая (она отражает естественный разброс вариант) и факторная или межгрупповая (характеризует разброс, вызванный действием фактора). Эти дисперсии сравниваются по критерию Фишера. Их различие означает и различие генеральных средних, а поэтому и действие фактора. И наоборот.
В дисперсионном анализе предполагается равенство групповых дисперсий. Поэтому перед его проведением желательно проверить их равенство; например, по критерию Кочрена или Бартлетта.
Факторная и остаточная дисперсии находятся по формулам
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(15)
где 
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. В этих формулах n – общее количество всех вариант, l – число уровней фактора, qi – количество вариант на i-том уровне, xij – значение варианты, 
[image: image45.wmf]х

 – общее среднее, 
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х

 – среднее на i-том уровне. Легко видеть, что при отсутствии влияния фактора обе эти дисперсии являются несмещёнными оценками генеральной дисперсии. При проверке критерия Фишера число степеней свободы f1 = l – 1, f2 = n – l.
Кроме рассмотренного сейчас однофакторного дисперсионного анализа часто применяется и многофакторный анализ. При этом исследуется влияние на изучаемый признак сразу нескольких внешних причин. В отличие от однофакторного анализа в многофакторном применяются только равномерные выборки. Причём, обычно используются полные планы (должны быть задействованы все комбинации уровней факторов).

Для двухфакторного дисперсионного анализа факторные и остаточная дисперсии находятся по формулам:
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где 
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2

2

,

,

АB

B

А

s

s

s

 – дисперсии факторов A, B и их комбинации (взаимодействия), lA, lB – число уровней факторов A и B, а остальные величины находятся по следующим формулам:

[image: image49.wmf]å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

q

k

ijk

ij

l

i

l

j

q

k

ijk

l

i

l

j

ij

A

l

j

l

i

ij

B

B

l

i

l

j

ij

A

B

A

l

i

l

j

ij

x

y

x

P

q

y

S

ql

y

S

ql

y

S

l

ql

y

R

A

B

A

B

B

A

A

B

A

B

1

.

1

1

1

2

1

1

2

0

1

2

1

1

2

1

2

1

1

,

,

,

,

,


(17)

Число степеней свободы для фактора А fA = lA – 1, фактора В fB = lB – 1, их совместного влияния fAB = (lA – 1)(lB – 1), f2 = lAlB(q – 1).
Примеры решения задач
Задание 1. В лабораторной работе по физике «Определение вязкости жидкости методом Стокса», проводимой со студентами фармацевтической академии, используется свинцовая дробь. Для изучения распределения массы дробинок (в миллиграммах) была образована следующая выборка:

17, 49, 79, 44, 82, 65, 109, 77, 107, 88, 62, 64, 79, 55, 44, 53, 140, 50, 67, 85, 64, 94, 41, 38, 62, 77, 154, 52, 56, 80, 49, 80, 79, 52, 65, 52, 127, 49, 73, 43, 95, 65, 83, 85, 111, 95, 112, 64, 94, 86, 34, 62, 101, 67, 59, 103, 67, 47, 65, 79, 64, 77, 32, 68, 145, 56, 172, 79, 67, 53, 35, 79, 70, 88, 137, 49, 125, 37, 65, 71, 35, 50, 37, 171, 139, 88, 137, 71, 77, 34, 62, 64, 79, 95, 124, 50, 127, 67, 67, 82, 14, 136, 76, 122, 82, 67, 111, 67, 70, 94, 73, 95, 94, 65, 80, 94, 160, 140, 95, 89, 65, 79, 80, 112, 35, 80, 109, 148, 127, 124, 68, 49, 70, 125, 88, 77, 119, 64, 148, 71.

По выборке объёма n = 140 составьте интервальный ряд распределения. Количество интервалов найдите по формуле Стерджесса, ширину интервала округлите до 10 мг (в большую сторону), левую границу первого интервала также округлите до 10 мг (в меньшую сторону). Постройте гистограмму относительных частот и кумулятивную кривую.

Найдите среднее значение, выборочные дисперсию и среднее квадратическое отклонение. При доверительной вероятности ( = 0,95 определите доверительный интервал для генеральной средней.

Проверьте гипотезу о нормальном распределении массы дробинок таблеток по данной выборке. Уровень значимости ( = 0,05.
Решение. Из приведённых данных видно, что массы дробинок лежат в диапазоне от 14 до 172 мг. По формуле Стерджесса (1) находим количество интервалов:

k = 1 + 3,322(lgn = 1 + 3,322(lg140 = 1 + 3,322(2,146 = 8,129.
Округляем (в большую сторону): k = 9. Находим ширину интервалов:
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В соответствие с условием задачи округляем это значение до 20 мг (с точностью до 10 мг в большую сторону). В качестве левой границы первого интервала выбираем значение 10 мг (округлив в меньшую сторону самое маленькое значение xmin = 14 мг).
Разбиваем диапазон данных на интервалы равной ширины. Находим абсолютные частоты для всех интервалов (подсчитываем, сколько значений массы дробинок попадает в каждый промежуток). Заносим данные в таблицу 1. Рассчитываем по формуле 
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 значения эмпирической функции распределения (накопленные частоты).

Таблица 1

	Интервал (мг) xi
	10-30
	30-50
	50-70
	70-90
	90-110
	110-130
	130-150
	150-170
	170-190

	Абсолютная частота mi
	2
	19
	42
	36
	15
	13
	9
	2
	2

	Относительная частота wi
	0,0143
	0,1357
	0,3000
	0,2571
	0,1071
	0,0929
	0,0643
	0,0143
	0,0143

	Эмпирическая функция распределения F*(x)
	0,0143
	0,1500
	0,4500
	0,7071
	0,8143
	0,9071
	0,9714
	0,9857
	1,0000


Строим гистограмму относительных частот (рис. 1) и кумуляту (рис. 2).
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После этого по формуле (2) вычисляем среднее выборочное массы дробинок:
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(в качестве значения массы xi взята середина соответствующего интервала).

По формулам (3) и (5) определяем выборочную дисперсию и выборочное среднее квадратическое отклонение:
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Т.к. объём выборки велик (n = 140), то исправленную дисперсию можно не вычислять.

Полуширина доверительного интервала для математического ожидания по формуле (11) равна
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где коэффициент t( взят из таблицы функции Лапласа (Приложение 1) из условия Ф(t() = 0,5(  = 0,5∙0,95 = 0,475. Тогда с вероятностью ( = 0,95 генеральное среднее массы дробинок лежит в интервале 
[image: image59.wmf]x

 = (80,0 ( 5,4) мг или (74,6 < 
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85,4 мг.

В заключении проверим гипотезу о том, что распределение масс является нормальным:

H0: распределение масс является нормальным;

H1: распределение масс не является нормальным.
Прежде всего, объединяем крайние интервалы с соседними (см. таблицу 1), т.к. их эмпирические частоты mi меньше 4. Данные заносим в таблицу 2 (столбец mi), причём первый интервал начинаем с –(, а последний интервал заканчиваем +(.
Считая, что данное распределение является нормальным с математическим ожиданием 80,0 мг и средним квадратическим отклонением 32,34 мг, с помощью Приложения 1 вычисляем вероятности попадания в соответствующий интервал pi:
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Умножаем эти вероятности на объём выборки (n = 140) и получаем теоретические частоты (mi’).

Заполняем два оставшихся столбца и находим суммы по столбцам.
Таблица 2
	Интервал, мг
	mi
	pi
	mi’
	mi – mi’
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	(–(, 50)
	21
	0,1762
	24,67
	-3,67
	0,55

	(50, 70)
	42
	0,2021
	28,29
	13,71
	6,64

	(70, 90)
	36
	0,2434
	34,08
	1,92
	0,11

	(90, 110)
	15
	0,2021
	28,29
	-13,29
	6,25

	(110, 130)
	13
	0,1156
	16,18
	-3,18
	0,63

	(130, 150)
	9
	0,0452
	6,33
	2,67
	1,13

	(150, +()
	4
	0,0154
	2,16
	1,84
	1,58

	(
	140
	1
	140
	0
	16,87


Последняя сумма соответствует искомому критерию 
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Данная выборка разбита на l = 7 интервалов. В нормальном распределении р = 2 подбираемых параметра (математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение). Поэтому число степеней свободы в данном случае k = l ( p ( 1 = 7 ( 2 ( 1 = 4. При уровне значимости ( = 0,05 и найденному числу степеней свободы из таблицы критических точек распределения (2 находим значение критерия 
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 (Приложение 3).
Т.к. 
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, то нулевая гипотеза отвергается: распределение масс корзинок ромашки не является нормальным.
Задание 2а. На массовых соревнованиях спортсмены-стрелки производят по 6 выстрелов. Ниже приведены их результаты (количество попаданий по мишени):

6; 6; 3; 5; 4; 6; 6; 6; 6; 5; 6; 6; 4; 6; 4; 6; 5; 3; 4; 5; 3; 6; 4; 6; 6; 3; 4; 4; 5; 3; 4; 3; 4; 5; 4; 5; 6; 5; 5; 6; 5; 5; 6; 6; 6; 6; 5; 5; 6; 6; 4; 5; 5; 6; 6; 4; 5; 6; 6; 5; 4; 4; 4; 2; 4; 5; 4; 3; 4; 4; 5; 4; 5; 5; 5; 6; 6; 6; 4; 5; 4; 3; 5; 5; 6; 6; 4; 6; 4; 6; 5; 4; 5; 4; 5; 5; 4; 6; 5; 4; 4; 4; 5; 6; 5; 5; 2; 5; 6; 3; 6; 5; 4; 5; 6; 6; 4; 3; 5; 5; 4; 3; 2; 4; 4; 5; 5; 6; 5; 6; 6; 6; 5; 4; 6; 5; 4; 5; 5; 3; 5; 4; 6; 5; 5; 4; 4; 1; 6; 6; 5; 5; 4; 5; 5; 6; 3; 6; 6; 4.

По выборке объёма n = 160 составьте дискретный ряд распределения количества попаданий. Постройте полигон частот.

Найдите среднее значение, выборочные дисперсию, среднее квадратическое отклонение, моду и медиану. При доверительной вероятности ( = 0,99 определите доверительный интервал для генеральной средней.

Проверьте гипотезу о биномиальном распределении количества попаданий по данной выборке. Уровень значимости ( = 0,05.
Решение. Данная случайная величина (количество попаданий) принимает значения от 1 до 6.
Находим абсолютные частоты для всех этих значений (подсчитываем, сколько стрелков имеют 1, 2, 3, 4, 5 и 6 попаданий в мишень). Заносим данные в таблицу 3. Рассчитываем по формуле 
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 значения эмпирической функции распределения (накопленные частоты).

Таблица 3
	xi
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Абсолютная частота mi
	1
	3
	13
	42
	52
	49

	Относительная частота wi
	0,00625
	0,01875
	0,08125
	0,2625
	0,325
	0,30625

	Эмпирическая функция распределения F*(x)
	0,00625
	0,025
	0,10625
	0,36875
	0,69375
	1


Построим полигон частот (рис. 3).
После этого по формуле (2) вычисляем среднее выборочное числа попаданий:
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По формулам (3) и (5) определяем выборочную дисперсию и выборочное среднее квадратическое отклонение:
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Т.к. объём выборки велик (n = 160), то исправленную дисперсию можно не вычислять.

[image: image77]
Выборочная мода – это значение случайной величины, имеющее наибольшую частоту; в данном случае Mo = 5 (частота этого значения 52). Выборочная медиана – срединное значение выборки; Me = 5 (если все 160 значений случайной величины расположить в порядке возрастания, то в середине будет находиться именно это значение).
Полуширина доверительного интервала для математического ожидания по формуле (11) равна
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где коэффициент t( взят из таблицы функции Лапласа (Приложение 1) из условия Ф(t() = 0,5(  = 0,5∙0,99 = 0,495. Тогда с вероятностью ( = 0,99 генеральное среднее числа попаданий стрелков лежит в интервале 
[image: image79.wmf]x

 = (4,8 ( 0,22) или (4,58 < 
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5,02.

В заключении проверим гипотезу о том, что распределение числа попаданий является биномиальным:

H0: распределение числа попаданий является биномиальным;

H1: распределение числа попаданий не является биномиальным.
Прежде всего, объединяем два первых интервала, добавив туда же значение числа попаданий, равное 0 (см. таблицу 3), т.к. их эмпирические частоты mi меньше 4. Данные заносим в таблицу 4 (столбец mi).
Считаем, что данное распределение является биномиальным с математическим ожиданием 4,80. Т.к. при биномиальном распределении M(X) = np (здесь n = 6 – число выстрелов), то вероятность попадания при одном выстреле будет равна 
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. Тогда по формуле Бернулли находим вероятности 0, 1, 2, 3, 4, 5 и 6 попаданий:
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Умножаем эти вероятности на объём выборки (n = 160) и получаем теоретические частоты (mi’).

Заполняем два оставшихся столбца и находим суммы по столбцам.
Таблица 4
	xi
	mi
	pi
	mi’
	mi – mi’
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	0, 1, 2
	4
	0,01696
	2,7136
	1,2864
	0,609826

	3
	13
	0,081920
	13,1072
	-0,1072
	0,000877

	4
	42
	0,245760
	39,3216
	2,6784
	0,18244

	5
	52
	0,393216
	62,91456
	-10,9146
	1,893483

	6
	49
	0,262144
	41,94304
	7,05696
	1,187341

	(
	160
	1
	160
	0
	3,874


Последняя сумма соответствует искомому критерию 
[image: image90.wmf]874
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Данная выборка разбита на l = 7 интервалов. В биномиальном распределении р = 1 подбираемых параметра (вероятность появления события при одном испытании). Поэтому число степеней свободы в данном случае k = l ( p ( 1 = 7 ( 1 ( 1 = 5. При уровне значимости ( = 0,05 и найденному числу степеней свободы из таблицы критических точек распределения (2 находим значение критерия 
[image: image91.wmf]07
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Т.к. 
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, то нулевая гипотеза принимается: выборочные данные не противоречат тому, что распределение числа попаданий является биномиальным.
Задание 2б. В учётном журнале фиксируются вызовы ремонтной бригады. Студент-практикант построил вариационный ряд количества вызовов за смену:

	xi
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	mi
	12
	28
	43
	38
	15
	6
	6
	1
	1


Проверьте гипотезу о том, что количества вызовов за смену имеют распределение Пуассона. Уровень значимости ( = 0,1.
Решение. По формуле (2) вычисляем среднее выборочное числа вызовов:
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После этого проверим гипотезу о том, что количества вызовов за смену имеют распределение Пуассона:

H0: число вызовов имеют распределение Пуассона;

H1: число вызовов не имеют распределение Пуассона.
Прежде всего, объединяем последние интервалы, т.к. их эмпирические частоты mi меньше 4. Данные заносим в таблицу 5 (столбец mi).
Считаем, что данное распределение является пуассоновским с математическим ожиданием 2,46. Тогда по формуле Пуассона находим вероятности нужного числа вызовов:
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Тогда вероятность того, что будет более 5 вызовов равна
P(>5) = 1 – (P(0) + P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5)) =

= 1 – (0,0854 + 0,2102 + 0,2585 + 0,2120 + 0,1304 + 0,0641) = 0,0394.
Умножаем эти вероятности на объём выборки (n = 160) и получаем теоретические частоты (mi’).

Заполняем два оставшихся столбца и находим суммы по столбцам.
Таблица 5
	xi
	mi
	pi
	mi’
	mi – mi’
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	0
	12
	0,0854
	12,81
	-0,81
	0,051218

	1
	28
	0,2102
	31,53
	-3,53
	0,395208

	2
	43
	0,2585
	38,775
	4,225
	0,460364

	3
	38
	0,2120
	31,8
	6,2
	1,208805

	4
	15
	0,1304
	19,56
	-4,56
	1,063067

	5
	6
	0,0641
	9,615
	-3,615
	1,35915

	>5
	8
	0,0394
	5,91
	2,09
	0,739103

	(
	150
	1
	150
	0
	5,277


Последняя сумма соответствует искомому критерию 
[image: image101.wmf]277
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Данная выборка разбита на l = 7 интервалов. В распределении Пуассона р = 1 подбираемых параметра (математическое ожидание). Поэтому число степеней свободы в данном случае k = l ( p ( 1 = 7 ( 1 ( 1 = 5. При уровне значимости ( = 0,1 и найденному числу степеней свободы из таблицы критических точек распределения (2 находим значение критерия 
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 (Приложение 3).
Т.к. 
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, то нулевая гипотеза принимается: выборочные данные не противоречат тому, что распределение числа вызовов является пуассоновским.
Задание 2в. Для статистического анализа некоторой случайной величины был построен вариационный ряд:

	xi
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	mi
	26
	21
	18
	32
	26
	26
	31


Проверьте гипотезу о том, что данная случайная величина имеет равномерное дискретное распределение. Уровень значимости ( = 0,1.
Решение. Выдвигаем основную и альтернативную гипотезы:
H0: данная случайная величина имеет равномерное дискретное распределение;

H1: данная случайная величина не имеет равномерное дискретное распределение.
Считаем, что данное распределение является равномерным дискретным. Тогда вероятности всех значений этой величины одинаковы и равны 
[image: image104.wmf]1429
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 (k – количество значений случайной величины). Умножаем эту вероятности на объём выборки (n = 180) и получаем теоретические частоты mi’ = 0,1429(180 = 25,714 (они также будут все одинаковыми).

Заполняем два оставшихся столбца и находим суммы по столбцам.
Таблица 6
	xi
	mi
	pi
	mi’
	mi – mi’
	
[image: image105.wmf]'

m

)

'

m

m

(

i

2

i

i

-



	1
	26
	0,1429
	25,714
	0,286
	0,003181

	2
	21
	0,1429
	25,714
	-4,714
	0,864191

	3
	18
	0,1429
	25,714
	-7,714
	2,31414

	4
	32
	0,1429
	25,714
	6,286
	1,536665

	5
	26
	0,1429
	25,714
	0,286
	0,003181

	6
	26
	0,1429
	25,714
	0,286
	0,003181

	7
	31
	0,1429
	25,714
	5,286
	1,086637

	(
	180
	1
	180
	0
	5,811


Последняя сумма соответствует искомому критерию 
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Данная выборка разбита на l = 7 интервалов. Для дискретного равномерного распределения р = 0 (подбираемых параметра нет). Поэтому число степеней свободы в данном случае k = l ( p ( 1 = 7 ( 0 ( 1 = 6. При уровне значимости ( = 0,1 и найденному числу степеней свободы из таблицы критических точек распределения (2 находим значение критерия 
[image: image107.wmf]64
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 (Приложение 3).
Т.к. 
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, то нулевая гипотеза принимается: выборочные данные не противоречат тому, что распределение данной случайной величины является равномерным дискретным.
Задание 3. Из первого нарезного оружия было произведено 8 выстрелов. При этом измерялись начальные скорости пуль. Получены следующие результаты: 902,4; 901,3; 898,4; 903,5; 901,1; 900,4; 899,7 и 900,3 (м/с). Из второго оружия было произведено 7 выстрелов. Скорости вылета пуль оказались равны 905,5; 910,3; 903,8; 902,4; 899,9; 903,3 и 905,6 (м/с).

Для обеих выборок вычислите среднее, исправленную дисперсию и среднее квадратическое отклонение. Найдите размах варьирования, среднее абсолютное (линейное) отклонение, коэффициент вариации, линейный коэффициент вариации, коэффициент осцилляции.

Предполагая, что данная случайная величина имеет нормальное распределение, определите доверительный интервал для генеральной средней (в обоих случаях).
По критерию Фишера проверьте гипотезу о равенстве генеральных дисперсий. По критерию Стьюдента проверьте гипотезу о равенстве генеральных средних (альтернативная гипотеза – об их неравенстве).

Во всех расчётах уровень значимости ( = 0,05.

Решение. По формулам (2-5) для первого оружия вычислим среднее значение, исправленную дисперсию и исправленное среднее квадратическое отклонение:
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По формулам (6-5) для первого оружия находим другие характеристики вариации:
· размах варьирования R = xmax – xmin = 903,5 – 898,4 = 5,1;
· среднее абсолютное (линейное) отклонение
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· коэффициент вариации 
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· линейный коэффициент вариации
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· коэффициент осцилляции 
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Для доверительной вероятности ( = 0,95 (уровень значимости ( = 0,05) по таблице критических точек распределения Стьюдента (Приложение 2) при f = 8 – 1 = 7 степенях свободы находим значение коэффициента t( = 2,36. Тогда полуширина доверительного интервала
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И с вероятностью ( = 0,95 генеральное среднее начальной скорости пули лежит в интервале (900,76 ( 1,24) м/с или (899,52; 902,00) м/с.

Повторим все расчёты для второго оружия:
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R = ymax – ymin = 905,5 – 899,9 = 5,6;
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Для доверительной вероятности ( = 0,95 (уровень значимости ( = 0,05) по таблице критических точек распределения Стьюдента (Приложение 2) при f = 7 – 1 = 6 степенях свободы находим значение коэффициента t( = 2,45. Тогда полуширина доверительного интервала
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И с вероятностью ( = 0,95 генеральное среднее начальной скорости пули лежит в интервале (902,69 ( 1,63) м/с или (901,03; 904,32) м/с.

Проводим проверку гипотезы о равенстве дисперсий:

H0: Dx = Dy;

H1: Dx < Dy.

Найдём наблюдаемое значение критерия Фишера
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f1 = nб – 1 = nу – 1 = 7 – 1 = 6 и f2 = nм – 1 = nх – 1 = 8 – 1 = 7 (числа степеней свободы). По таблице критических точек распределения Фишера – Снедекора (Приложение 4) при уровне значимости ( = 0,05 и данным числам степеней свободы находим Fкр = 3,87. Т.к. Fэкс < Fкр, то нет оснований отвергать нулевую гипотезу (т.е. можно считать, что дисперсии двух выборок равны).
Проводим проверку гипотезы о равенстве генеральных средних:

H0: 
[image: image128.wmf]y
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H1: 
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Найдём экспериментальное значение критерия Стьюдента
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Число степеней свободы f = nх + nу – 2 = 8 + 7 – 2 = 13. По таблице критических точек распределения Стьюдента (Приложение 2) при уровне значимости ( = 0,05 и данному числу степеней свободы находим tкр = 2,16. Т.к. tэкс > tкр, то нулевая гипотеза отвергается, генеральные средние двух выборок не равны.
Задание 4. Во всех школах района проводилось тестирование старшеклассников по литературе и математике. Каждому ученику по обоим предметам выставлялись баллы. В районном отделе образования результаты были сведены в корреляционную таблицу:

Таблица 7
	x \ y
	0 – 20
	20 – 40
	40 – 60
	60 – 80
	80 – 100

	0 – 20
	5
	2
	1
	
	

	20 – 40
	5
	10
	8
	4
	1

	40 – 60
	4
	5
	17
	14
	8

	60 – 80
	
	
	5
	12
	11

	80 – 100
	
	
	
	2
	6


Здесь x – количество набранных баллов по математике, y – по литературе.

Напишите уравнения прямой и обратной регрессий для данных величин. Постройте соответствующие графики. Найдите коэффициент корреляции рассматриваемых величин. По критерию Стьюдента проверьте гипотезу о существенности корреляционной связи, уровень значимости ( = 0,01.
Решение. Снизу дополним исходную корреляционную таблицу 7 ещё одной строкой, в которой просуммируем значения по столбцам; аналогично, добавим справа столбец, где вычислим суммы по строкам (таблица 8).

Таблица 8
	x \ y
	0 – 20
	20 – 40
	40 – 60
	60 – 80
	80 – 100
	mx

	0 – 20
	5
	2
	1
	
	
	8

	20 – 40
	5
	10
	8
	4
	1
	28

	40 – 60
	4
	5
	17
	14
	8
	48

	60 – 80
	
	
	5
	12
	11
	28

	80 – 100
	
	
	
	2
	6
	8

	my
	14
	17
	31
	32
	26
	120


Таким образом, получены одномерные распределения обеих случайных величин. Теперь можно сосчитать средние значения, необходимые для расчёта коэффициентов (14):
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[image: image134.wmf];
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[image: image135.wmf].
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При нахождении этих значений в качестве значений xi и yj брались середины соответствующих интервалов.
Теперь определим выборочные дисперсии и средние квадратические отклонения:
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Тогда выборочные коэффициенты регрессий и корреляции по формулам (14):
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Уравнения прямой и обратной регрессий имеют следующий вид:
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Рис. 4

На рис. 4 изображены линии регрессий.

Проверим гипотезу о существенности корреляционной связи по критерию Стьюдента:

H0: r = 0;

H1: r = 0.

Найдём экспериментальное значение критерия Стьюдента
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Число степеней свободы f = n – 2 = 120 – 2 = 118. По таблице критических точек распределения Стьюдента (Приложение 2) при уровне значимости ( = 0,01 и данному числу степеней свободы находим tкр = 2,62. Т.к. tэкс > tкр, то нулевая гипотеза отвергается, коэффициент корреляции не равен нулю, а это означает, что рассматриваемые переменные (баллы, набранные по литературе и математике) существенно связаны друг с другом.
Задание 5. На кафедре технологии при изготовлении таблеток изучается влияние на силу выталкивания различных разрыхляющих (фактор А) и связывающих (фактор В) веществ Полученные результаты приведены в таблице 9. Проведите двухфакторный дисперсионный анализ. При уровне значимости ( = 0,05 проверьте гипотезу о влиянии факторов А и В и их комбинации на указанный признак. Предварительно проверьте по критерию Кочрена равенство дисперсий в группах.
Таблица 9
	
	В1
	В2
	В3
	В4

	А1
	28; 33
	20; 29
	42; 39
	34; 30

	А2
	36; 26
	38; 30
	46; 47
	42; 45

	А3
	90; 98
	76; 75
	64; 72
	72; 77


Решение. Вычислим средние и исправленные дисперсии в каждой группе:
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x12 = 24,5; 
[image: image142.wmf];
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x22 = 34; 
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x42 = 75,5; 
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Как видно из полученных результатов 
[image: image153.wmf]50
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. Проверим гипотезу о равенстве групповых дисперсий по критерию Кочрена:
H0: дисперсии равны;

H1: дисперсии не равны.

Найдём экспериментальное значение критерия Кочрена:

[image: image154.wmf].
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Число степеней свободы f = n – 1 = 2 – 1 = 1, количество групп l = 12. По таблице критических точек распределения Кочрена (Приложение 5) при уровне значимости ( = 0,05 и данному числу степеней свободы находим Gкр = 0,653. Т.к. Gэкс < Gкр, то нулевая гипотеза принимается (на основании имеющихся данных нельзя отвергнуть гипотезу о равенстве групповых дисперсий).

После этого проводим двухфакторный дисперсионный анализ. Для этого на основе таблицы 9 строим таблицу 10, в которой кроме исходных цифр находим их квадраты, а также всевозможные суммы по строкам и столбцам, а также внутри групп.

Таблица 10
	
	В1
	В2
	В3
	В4
	

	А1
	28
	784
	20
	400
	42
	1764
	34
	1156
	

	
	33
	1089
	29
	841
	39
	1521
	30
	900
	

	
	61
	
	49
	
	81
	
	64
	
	255
	

	
	
	1873
	
	1241
	
	3285
	
	2056
	
	8455

	А2
	36
	1296
	38
	1444
	46
	2116
	42
	1764
	

	
	26
	676
	30
	900
	47
	2209
	45
	2025
	

	
	62
	
	68
	
	93
	
	87
	
	310
	

	
	
	1972
	
	2344
	
	4325
	
	3789
	
	12430

	А3
	90
	8100
	76
	5776
	64
	4096
	72
	5184
	

	
	98
	9604
	75
	5625
	72
	5184
	77
	5929
	

	
	188
	
	151
	
	136
	
	149
	
	624
	

	
	
	17704
	
	11401
	
	9280
	
	11113
	
	49498

	
	311
	
	268
	
	310
	
	300
	
	1189
	

	
	
	21549
	
	14986
	
	16890
	
	16958
	
	70383


Таким образом, уже найдено значение Р = 70383. Другие величины:
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Тогда факторные и остаточная дисперсии равны:
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Число степеней свободы для фактора А fA = lA – 1 = 3 – 1 = 2, для фактора В fB = lB – 1 = 4 – 1 = 3, совместного влияния fAB = (lA – 1)(lB – 1) = 2(3 = 6, f2 = lAlB(q – 1) = 3(4((2 – 1) = 12.
Для фактора А (разрыхляющие вещества) 
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; по таблице критических точек распределения Фишера – Снедекора (Приложение 4) Fкр = 6,93; Fэкс > Fкр.
Для фактора В (связывающие вещества) 
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; Fкр = 5,95; Fэкс < Fкр.
Для совместного действия факторов 
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; Fкр = 4,82; Fэкс > Fкр.
Таким образом, при уровне значимости 0,01 на силу выталкивания оказывают влияние разрыхляющие вещества и комбинация разрыхляющих и связывающих, но отдельно связывающие вещества на эту характеристику не влияют.

Контрольные задания

Вариант 0.
Задание 1. Для статистического анализа выпускаемой продукции определялась определялось отношение высоты таблеток к диаметру. Были получены следующие результаты (в %):
36,97; 37,99; 38,17; 38,18; 38,03; 38,60; 38,17; 38,93; 37,21; 37,46; 38,11; 36,94; 37,75; 38,89; 37,76; 39,64; 39,57; 38,95; 37,19; 38,46; 36,35; 37,33; 37,78; 37,89; 37,69; 38,58; 38,58; 38,55; 38,34; 37,56; 36,65; 38,14; 38,41; 38,20; 37,22; 38,87; 37,43; 38,02; 37,02; 37,90; 37,58; 36,58; 37,20; 37,83; 39,56; 37,82; 37,98; 38,26; 39,10; 39,27; 37,15; 38,25; 37,91; 37,60; 39,07; 37,63; 37,09; 37,61; 38,16; 37,42; 38,27; 38,69; 38,61; 38,87; 37,51; 37,59; 37,95; 38,09; 38,01; 38,99; 38,06; 38,61; 37,84; 37,25; 38,21; 38,00; 38,65; 37,33; 37,25; 38,56; 38,15; 38,08; 38,56; 38,26; 38,60; 38,57; 39,19; 38,52; 39,09; 38,22; 38,36; 38,64; 37,09; 37,87; 37,45; 37,79; 37,88; 37,91; 38,78; 38,17; 37,96; 39,05; 38,34; 37,81; 39,08; 39,14; 37,31; 38,60; 38,61; 37,64; 37,12; 37,85; 38,05; 37,83; 37,84; 38,19; 38,39; 37,05; 38,09; 37,53; 38,45; 36,99; 38,58; 37,71; 39,07; 38,82; 38,07; 37,12; 38,28; 38,27; 38,39; 37,94; 38,93; 38,30; 38,85; 37,19; 38,23; 37,11; 38,66; 39,36.

По выборке объёма n = 140 составьте интервальный ряд распределения. Количество интервалов найдите по формуле Стерджесса, ширину интервала округлите до 0,1 % (в большую сторону), левую границу первого интервала округлите также до 0,1 % (в меньшую сторону). Постройте гистограмму частот и кумулятивную кривую.

Найдите среднее значение, выборочные дисперсию и среднее квадратическое отклонение. При доверительной вероятности ( = 0,99 определите доверительный интервал для генеральной средней.

Проверьте гипотезу о нормальном распределении рассматриваемой характеристики таблеток по данной выборке. Уровень значимости ( = 0,1.

Задание 2. Примерно один ребёнок из 1000 рождается с симптомом Дауна. По данным из 200 родильных домов количество детей, родившихся с данным симптомом, в них составило:
1; 3; 2; 3; 2; 3; 4; 0; 1; 3; 0; 2; 2; 6; 0; 3; 2; 3; 1; 1; 2; 2; 2; 2; 0; 8; 3; 3; 5; 0; 3; 3; 0; 2; 1; 1; 1; 2; 1; 0; 3; 0; 3; 1; 2; 0; 2; 2; 3; 2; 3; 2; 3; 3; 2; 2; 4; 1; 2; 1; 3; 2; 3; 4; 3; 0; 4; 2; 2; 6; 4; 2; 1; 2; 3; 4; 1; 1; 1; 5; 2; 1; 3; 4; 1; 3; 4; 1; 2; 2; 2; 0; 1; 1; 2; 3; 3; 5; 1; 2; 2; 3; 3; 5; 2; 4; 2; 4; 0; 5; 3; 1; 0; 3; 2; 3; 2; 4; 4; 3; 3; 4; 2; 4; 3; 0; 0; 1; 3; 1; 1; 1; 0; 1; 5; 2; 0; 3; 3; 4; 3; 3; 4; 3; 1; 5; 1; 1; 3; 0; 1; 1; 1; 1; 3; 2; 0; 3; 2; 5; 1; 3; 2; 1; 1; 0; 2; 1; 0; 2; 1; 4; 5; 4; 1; 0; 1; 4; 2; 2; 2; 0; 2; 4; 1; 2; 1; 0; 1; 2; 4; 1; 3; 1; 5; 2; 3; 1; 8; 1.
По выборке объёма n = 200 составьте дискретный ряд распределения количества детей, родившихся с симптомом Дауна. Постройте полигон частот.

Найдите среднее значение, выборочные дисперсию, среднее квадратическое отклонение, моду и медиану. При доверительной вероятности ( = 0,99 определите доверительный интервал для генеральной средней.

Проверьте гипотезу о том, что рассматриваемая случайная величина имеет распределение Пуассона. Уровень значимости ( = 0,1.

Задание 3. В психологическом тесте измерялось время реакции выбора в двух группах. В одну входили спортсмены, во вторую – люди, активно не занимающиеся спортом. В первой группе были получены следующие результаты: 0,42, 0,52, 0,48, 0,46, 0,55, 0,62, 0,58, 0,64 и 0,56 секунд. Во второй: 0,51, 0,67, 0,54, 0,52, 0,56, 0,66 и 0,68 секунд.

Для обеих групп вычислите среднее, исправленную дисперсию и среднее квадратическое отклонение времени поездки. Найдите размах варьирования, среднее абсолютное (линейное) отклонение, коэффициент вариации, линейный коэффициент вариации, коэффициент осцилляции. Предполагая, что данная случайная величина имеет нормальное распределение, определите доверительный интервал для генеральной средней (в обеих группах).
По критерию Фишера проверьте гипотезу о равенстве генеральных дисперсий. По критерию Стьюдента проверьте гипотезу о равенстве генеральных средних (альтернативная гипотеза – об их неравенстве).

Во всех расчётах уровень значимости ( = 0,05.
Задание 4. Было проведено исследование зависимости между среднемесячными семейными доходами и отпускными расходами. Результаты сведены в одну корреляционную таблицу:

	x \ y
	0 – 20
	20 – 40
	40 – 60
	60 – 80
	80 – 100

	10 – 20
	10
	10
	2
	
	

	20 – 30
	10
	20
	12
	2
	

	30 – 40
	5
	15
	25
	5
	1

	40 – 50
	2
	5
	12
	10
	6

	50 – 60
	
	
	3
	10
	5

	60 – 70
	
	
	1
	5
	3


Здесь x – среднемесячный доход, y – отпускные расходы (всё – в тыс. руб).

Напишите уравнения прямой и обратной регрессий для данных величин. Постройте соответствующие графики. Найдите коэффициент корреляции рассматриваемых величин. По критерию Стьюдента проверьте гипотезу о существенности корреляционной связи, уровень значимости ( = 0,05.
Задание 5. На химическом предприятии проверяется влияние температуры (фактор А) и давления (фактор В) на выход продукта химического синтеза. Полученные результаты приведены в таблице. Проведите двухфакторный дисперсионный анализ. При уровне значимости ( = 0,05 проверьте гипотезу о влиянии факторов А и В и их комбинации на указанный признак. Предварительно проверьте по критерию Кочрена равенство дисперсий в группах.

	
	В1
	В2
	В3

	А1
	26; 29; 27
	28; 26; 27
	26; 26; 28

	А2
	32; 31; 29
	28; 29; 33
	28; 26; 29

	А3
	30; 26; 28
	28; 27; 30
	30; 30; 26

	А4
	33; 30; 32
	29; 28; 29
	30; 29; 33

	А5
	35; 36; 39
	32; 33; 39
	35; 34; 37


Приложение 1

Таблица значений функции Лапласа 
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	х
	Ф(х)
	х
	Ф(х)
	х
	Ф(х)
	х
	Ф(х)
	х
	Ф(х)

	0,00
	0,0000
	0,38
	0,1480
	0,76
	0,2764
	1,14
	0,3729
	1,52
	0,4357

	0,01
	0,0040
	0,39
	0,1517
	0,77
	0,2794
	1,15
	0,3749
	1,53
	0,4370

	0,02
	0,0080
	0,40
	0,1554
	0,78
	0,2823
	1,16
	0,3770
	1,54
	0,4382

	0,03
	0,0120
	0,41
	0,1591
	0,79
	0,2852
	1,17
	0,3790
	1,55
	0,4394

	0,04
	0,0160
	0,42
	0,1628
	0,80
	0,2881
	1,18
	0,3810
	1,56
	0,4406

	0,05
	0,0199
	0,43
	0,1664
	0,81
	0,2910
	1,19
	0,3830
	1,57
	0,4418

	0,06
	0,0239
	0,44
	0,1700
	0,82
	0,2939
	1,20
	0,3849
	1,58
	0,4429

	0,07
	0,0279
	0,45
	0,1736
	0,83
	0,2967
	1,21
	0,3869
	1,59
	0,4441

	0,08
	0,0319
	0,46
	0,1772
	0,84
	0,2995
	1,22
	0,3888
	1,60
	0,4452

	0,09
	0,0359
	0,47
	0,1808
	0,85
	0,3023
	1,23
	0,3907
	1,61
	0,4463

	0,10
	0,0398
	0,48
	0,1844
	0,86
	0,3051
	1,24
	0,3925
	1,62
	0,4474

	0,11
	0,0438
	0,49
	0,1879
	0,87
	0,3078
	1,25
	0,3944
	1,63
	0,4484

	0,12
	0,0478
	0,50
	0,1915
	0,88
	0,3106
	1,26
	0,3962
	1,64
	0,4495

	0,13
	0,0517
	0,51
	0,1950
	0,89
	0,3133
	1,27
	0,3980
	1,65
	0,4505

	0,14
	0,0557
	0,52
	0,1985
	0,90
	0,3159
	1,28
	0,3997
	1,66
	0,4515

	0,15
	0,0596
	0,53
	0,2019
	0,91
	0,3186
	1,29
	0,4015
	1,67
	0,4525

	0,16
	0,0636
	0,54
	0,2054
	0,92
	0,3212
	1,30
	0,4032
	1,68
	0,4535

	0,17
	0,0675
	0,55
	0,2088
	0,93
	0,3238
	1,31
	0,4049
	1,69
	0,4545

	0,18
	0,0714
	0,56
	0,2123
	0,94
	0,3264
	1,32
	0,4066
	1,70
	0,4554

	0,19
	0,0753
	0,57
	0,2157
	0,95
	0,3289
	1,33
	0,4082
	1,71
	0,4564

	0,20
	0,0793
	0,58
	0,2190
	0,96
	0,3315
	1,34
	0,4099
	1,72
	0,4573

	0,21
	0,0832
	0,59
	0,2224
	0,97
	0,3340
	1,35
	0,4115
	1,73
	0,4582

	0,22
	0,0871
	0,60
	0,2257
	0,98
	0,3365
	1,36
	0,4131
	1,74
	0,4591

	0,23
	0,0910
	0,61
	0,2291
	0,99
	0,3389
	1,37
	0,4147
	1,75
	0,4599

	0,24
	0,0948
	0,62
	0,2324
	1,00
	0,3413
	1,38
	0,4162
	1,76
	0,4608

	0,25
	0,0987
	0,63
	0,2357
	1,01
	0,3438
	1,39
	0,4177
	1,77
	0,4616

	0,26
	0,1026
	0,64
	0,2389
	1,02
	0,3461
	1,40
	0,4192
	1,78
	0,4625

	0,27
	0,1064
	0,65
	0,2422
	1,03
	0,3485
	1,41
	0,4207
	1,79
	0,4633

	0,28
	0,1103
	0,66
	0,2454
	1,04
	0,3508
	1,42
	0,4222
	1,80
	0,4641

	0,29
	0,1141
	0,67
	0,2486
	1,05
	0,3531
	1,43
	0,4236
	1,81
	0,4649

	0,30
	0,1179
	0,68
	0,2517
	1,06
	0,3554
	1,44
	0,4251
	1,82
	0,4656

	0,31
	0,1217
	0,69
	0,2549
	1,07
	0,3577
	1,45
	0,4265
	1,83
	0,4664

	0,32
	0,1255
	0,70
	0,2580
	1,08
	0,3599
	1,46
	0,4279
	1,84
	0,4671

	0,33
	0,1293
	0,71
	0,2611
	1,09
	0,3621
	1,47
	0,4292
	1,85
	0,4678

	0,34
	0,1331
	0,72
	0,2642
	1,10
	0,3643
	1,48
	0,4306
	1,86
	0,4686

	0,35
	0,1368
	0,73
	0,2673
	1,11
	0,3665
	1,49
	0,4319
	1,87
	0,4693

	0,36
	0,1406
	0,74
	0,2704
	1,12
	0,3686
	1,50
	0,4332
	1,88
	0,4699

	0,37
	0,1443
	0,75
	0,2734
	1,13
	0,3708
	1,51
	0,4345
	1,89
	0,4706

	х
	Ф(х)
	х
	Ф(х)
	х
	Ф(х)
	х
	Ф(х)
	х
	Ф(х)

	1,90
	0,4713
	2,10
	0,4821
	2,40
	0,4918
	2,70
	0,4965
	3,00
	0,4987

	1,91
	0,4719
	2,12
	0,4830
	2,42
	0,4922
	2,72
	0,4967
	3,10
	0,4990

	1,92
	0,4726
	2,14
	0,4838
	2,44
	0,4927
	2,74
	0,4969
	3,20
	0,4993

	1,93
	0,4732
	2,16
	0,4846
	2,46
	0,4931
	2,76
	0,4971
	3,30
	0,4995

	1,94
	0,4738
	2,18
	0,4854
	2,48
	0,4934
	2,78
	0,4973
	3,40
	0,4997

	1,95
	0,4744
	2,20
	0,4861
	2,50
	0,4938
	2,80
	0,4974
	3,50
	0,49977

	1,96
	0,4750
	2,22
	0,4868
	2,52
	0,4941
	2,82
	0,4976
	3,60
	0,49984

	1,97
	0,4756
	2,24
	0,4875
	2,54
	0,4945
	2,84
	0,4977
	3,70
	0,49989

	1,98
	0,4761
	2,26
	0,4881
	2,56
	0,4948
	2,86
	0,4979
	3,80
	0,49993

	1,99
	0,4767
	2,28
	0,4887
	2,58
	0,4951
	2,88
	0,4980
	3,90
	0,49995

	2,00
	0,4772
	2,30
	0,4893
	2,60
	0,4953
	2,90
	0,4981
	4,00
	0,49997

	2,02
	0,4783
	2,32
	0,4898
	2,62
	0,4956
	2,92
	0,4982
	4,10
	0,49998

	2,04
	0,4793
	2,34
	0,4904
	2,64
	0,4959
	2,94
	0,4984
	4,20
	0,49999

	2,06
	0,4803
	2,36
	0,4909
	2,66
	0,4961
	2,96
	0,4985
	4,30
	0,49999

	2,08
	0,4812
	2,38
	0,4913
	2,68
	0,4963
	2,98
	0,4986
	4,40
	0,49999


Приложение 2

Критические точки распределения Стьюдента

	Число степеней свободы f
	Уровень значимости ( (двусторонняя критическая область)

	
	0,20
	0,10
	0,05
	0,02
	0,01
	0,002
	0,001

	1
	3,078
	6,314
	12,706
	31,821
	63,656
	318,289
	636,578

	2
	1,886
	2,920
	4,303
	6,965
	9,925
	22,328
	31,600

	3
	1,638
	2,353
	3,182
	4,541
	5,841
	10,214
	12,924

	4
	1,533
	2,132
	2,776
	3,747
	4,604
	7,173
	8,610

	5
	1,476
	2,015
	2,571
	3,365
	4,032
	5,894
	6,869

	6
	1,440
	1,943
	2,447
	3,143
	3,707
	5,208
	5,959

	7
	1,415
	1,895
	2,365
	2,998
	3,499
	4,785
	5,408

	8
	1,397
	1,860
	2,306
	2,896
	3,355
	4,501
	5,041

	9
	1,383
	1,833
	2,262
	2,821
	3,250
	4,297
	4,781

	10
	1,372
	1,812
	2,228
	2,764
	3,169
	4,144
	4,587

	11
	1,363
	1,796
	2,201
	2,718
	3,106
	4,025
	4,437

	12
	1,356
	1,782
	2,179
	2,681
	3,055
	3,930
	4,318

	13
	1,350
	1,771
	2,160
	2,650
	3,012
	3,852
	4,221

	14
	1,345
	1,761
	2,145
	2,624
	2,977
	3,787
	4,140

	15
	1,341
	1,753
	2,131
	2,602
	2,947
	3,733
	4,073

	16
	1,337
	1,746
	2,120
	2,583
	2,921
	3,686
	4,015

	17
	1,333
	1,740
	2,110
	2,567
	2,898
	3,646
	3,965

	18
	1,330
	1,734
	2,101
	2,552
	2,878
	3,610
	3,922

	19
	1,328
	1,729
	2,093
	2,539
	2,861
	3,579
	3,883

	20
	1,325
	1,725
	2,086
	2,528
	2,845
	3,552
	3,850

	22
	1,321
	1,717
	2,074
	2,508
	2,819
	3,505
	3,792

	24
	1,318
	1,711
	2,064
	2,492
	2,797
	3,467
	3,745

	26
	1,315
	1,706
	2,056
	2,479
	2,779
	3,435
	3,707

	28
	1,313
	1,701
	2,048
	2,467
	2,763
	3,408
	3,674

	30
	1,310
	1,697
	2,042
	2,457
	2,750
	3,385
	3,646

	40
	1,303
	1,684
	2,021
	2,423
	2,704
	3,307
	3,551

	50
	1,299
	1,676
	2,009
	2,403
	2,678
	3,261
	3,496

	60
	1,296
	1,671
	2,000
	2,390
	2,660
	3,232
	3,460

	70
	1,294
	1,667
	1,994
	2,381
	2,648
	3,211
	3,435

	80
	1,292
	1,664
	1,990
	2,374
	2,639
	3,195
	3,416

	90
	1,291
	1,662
	1,987
	2,368
	2,632
	3,183
	3,402

	100
	1,290
	1,660
	1,984
	2,364
	2,626
	3,174
	3,390

	150
	1,287
	1,655
	1,976
	2,351
	2,609
	3,145
	3,357

	200
	1,286
	1,653
	1,972
	2,345
	2,601
	3,131
	3,340

	(
	1,282
	1,645
	1,960
	2,326
	2,576
	3,090
	3,291

	
	0,10
	0,05
	0,02
	0,01
	0,002
	0,001
	0,0005

	
	Уровень значимости ( (односторонняя критическая область)


Приложение 3

Критические точки распределения Пирсона (2
	Число степеней свободы f
	Уровень значимости (

	
	0,001
	0,01
	0,05
	0,10
	0,90
	0,95
	0,99
	0,999

	1
	10,828
	6,635
	3,841
	2,706
	0,016
	0,0039
	1,6(10-4
	1,6(10-6

	2
	13,816
	9,210
	5,991
	4,605
	0,211
	0,103
	0,020
	0,002

	3
	16,266
	11,345
	7,815
	6,251
	0,584
	0,352
	0,115
	0,024

	4
	18,467
	13,277
	9,488
	7,779
	1,064
	0,711
	0,297
	0,091

	5
	20,515
	15,086
	11,070
	9,236
	1,610
	1,145
	0,554
	0,210

	6
	22,458
	16,812
	12,592
	10,645
	2,204
	1,635
	0,872
	0,381

	7
	24,322
	18,475
	14,067
	12,017
	2,833
	2,167
	1,239
	0,598

	8
	26,124
	20,090
	15,507
	13,362
	3,490
	2,733
	1,646
	0,857

	9
	27,877
	21,666
	16,919
	14,684
	4,168
	3,325
	2,088
	1,152

	10
	29,588
	23,209
	18,307
	15,987
	4,865
	3,940
	2,558
	1,479

	11
	31,264
	24,725
	19,675
	17,275
	5,578
	4,575
	3,053
	1,834

	12
	32,909
	26,217
	21,026
	18,549
	6,304
	5,226
	3,571
	2,214

	13
	34,528
	27,688
	22,362
	19,812
	7,042
	5,892
	4,107
	2,617

	14
	36,123
	29,141
	23,685
	21,064
	7,790
	6,571
	4,660
	3,041

	15
	37,697
	30,578
	24,996
	22,307
	8,547
	7,261
	5,229
	3,483

	16
	39,252
	32,000
	26,296
	23,542
	9,312
	7,962
	5,812
	3,942

	17
	40,790
	33,409
	27,587
	24,769
	10,085
	8,672
	6,408
	4,416

	18
	42,312
	34,805
	28,869
	25,989
	10,865
	9,390
	7,015
	4,905

	19
	43,820
	36,191
	30,144
	27,204
	11,651
	10,117
	7,633
	5,407

	20
	45,315
	37,566
	31,410
	28,412
	12,443
	10,851
	8,260
	5,921

	21
	46,797
	38,932
	32,671
	29,615
	13,240
	11,591
	8,897
	6,447

	22
	48,268
	40,289
	33,924
	30,813
	14,041
	12,338
	9,542
	6,983

	23
	49,728
	41,638
	35,172
	32,007
	14,848
	13,091
	10,196
	7,529

	24
	51,179
	42,980
	36,415
	33,196
	15,659
	13,848
	10,856
	8,085

	25
	52,620
	44,314
	37,652
	34,382
	16,473
	14,611
	11,524
	8,649

	26
	54,052
	45,642
	38,885
	35,563
	17,292
	15,379
	12,198
	9,222

	27
	55,476
	46,963
	40,113
	36,741
	18,114
	16,151
	12,879
	9,803

	28
	56,892
	48,278
	41,337
	37,916
	18,939
	16,928
	13,565
	10,391

	29
	58,301
	49,588
	42,557
	39,087
	19,768
	17,708
	14,256
	10,986

	30
	59,703
	50,892
	43,773
	40,256
	20,599
	18,493
	14,953
	11,588

	40
	73,402
	63,691
	55,758
	51,805
	29,051
	26,509
	22,164
	17,916

	50
	86,661
	76,154
	67,505
	63,167
	37,689
	34,764
	29,707
	24,674

	60
	99,607
	88,379
	79,082
	74,397
	46,459
	43,188
	37,485
	31,738

	70
	112,32
	100,43
	90,531
	85,527
	55,329
	51,739
	45,442
	39,036

	80
	124,84
	112,33
	101,88
	96,578
	64,278
	60,391
	53,540
	46,520

	90
	137,21
	124,12
	113,15
	107,57
	73,291
	69,126
	61,754
	54,155

	100
	149,45
	135,81
	124,34
	118,50
	82,358
	77,929
	70,065
	61,918


Приложение 4

Критические точки распределения Фишера – Снедекора

	Уровень значимости ( = 0,05

	f2
	f1

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	1
	161
	199
	216
	225
	230
	234
	239
	241
	242
	243
	244
	245
	245
	61,1

	2
	18,5
	19,0
	19,2
	19,2
	19,3
	19,3
	19,4
	19,4
	19,4
	19,4
	19,4
	19,4
	19,4
	9,42

	3
	10,1
	9,55
	9,28
	9,12
	9,01
	8,94
	8,85
	8,81
	8,79
	8,76
	8,74
	8,73
	8,71
	5,20

	4
	7,71
	6,94
	6,59
	6,39
	6,26
	6,16
	6,04
	6,00
	5,96
	5,94
	5,91
	5,89
	5,87
	3,88

	5
	6,61
	5,79
	5,41
	5,19
	5,05
	4,95
	4,82
	4,77
	4,74
	4,70
	4,68
	4,66
	4,64
	3,25

	6
	5,99
	5,14
	4,76
	4,53
	4,39
	4,28
	4,15
	4,10
	4,06
	4,03
	4,00
	3,98
	3,96
	2,88

	7
	5,59
	4,74
	4,35
	4,12
	3,97
	3,87
	3,73
	3,68
	3,64
	3,60
	3,57
	3,55
	3,53
	2,64

	8
	5,32
	4,46
	4,07
	3,84
	3,69
	3,58
	3,44
	3,39
	3,35
	3,31
	3,28
	3,26
	3,24
	2,48

	9
	5,12
	4,26
	3,86
	3,63
	3,48
	3,37
	3,23
	3,18
	3,14
	3,10
	3,07
	3,05
	3,03
	2,35

	10
	4,96
	4,10
	3,71
	3,48
	3,33
	3,22
	3,07
	3,02
	2,98
	2,94
	2,91
	2,89
	2,86
	2,26

	11
	4,84
	3,98
	3,59
	3,36
	3,20
	3,09
	2,95
	2,90
	2,85
	2,82
	2,79
	2,76
	2,74
	2,18

	12
	4,75
	3,89
	3,49
	3,26
	3,11
	3,00
	2,85
	2,80
	2,75
	2,72
	2,69
	2,66
	2,64
	2,12

	13
	4,67
	3,81
	3,41
	3,18
	3,03
	2,92
	2,77
	2,71
	2,67
	2,63
	2,60
	2,58
	2,55
	2,07

	14
	4,60
	3,74
	3,34
	3,11
	2,96
	2,85
	2,70
	2,65
	2,60
	2,57
	2,53
	2,51
	2,48
	2,02

	15
	4,54
	3,68
	3,29
	3,06
	2,90
	2,79
	2,64
	2,59
	2,54
	2,51
	2,48
	2,45
	2,42
	1,99

	(
	2,71
	2,30
	2,08
	1,94
	1,85
	1,77
	1,94
	1,88
	1,83
	1,79
	1,75
	1,72
	1,69
	1,50


	Уровень значимости ( = 0,01

	f2
	f1

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	1
	4052
	4999
	5403
	5625
	5764
	5859
	5928
	5981
	6022
	6056
	6083
	6106
	6126
	6143

	2
	98,5
	99,0
	99,2
	99,2
	99,3
	99,3
	99,4
	99,4
	99,4
	99,4
	99,4
	99,4
	99,4
	99,4

	3
	34,1
	30,8
	29,5
	28,7
	28,2
	27,9
	27,7
	27,5
	27,3
	27,2
	27,1
	27,1
	27,0
	26,9

	4
	21,2
	18,0
	16,7
	16,0
	15,5
	15,2
	15,0
	14,8
	14,7
	14,5
	14,5
	14,4
	14,3
	14,2

	5
	16,3
	13,3
	12,1
	11,4
	11,0
	10,7
	10,5
	10,3
	10,2
	10,1
	10,0
	9,89
	9,82
	9,77

	6
	13,7
	10,9
	9,78
	9,15
	8,75
	8,47
	8,26
	8,10
	7,98
	7,87
	7,79
	7,72
	7,66
	7,60

	7
	12,2
	9,55
	8,45
	7,85
	7,46
	7,19
	6,99
	6,84
	6,72
	6,62
	6,54
	6,47
	6,41
	6,36

	8
	11,3
	8,65
	7,59
	7,01
	6,63
	6,37
	6,18
	6,03
	5,91
	5,81
	5,73
	5,67
	5,61
	5,56

	9
	10,6
	8,02
	6,99
	6,42
	6,06
	5,80
	5,61
	5,47
	5,35
	5,26
	5,18
	5,11
	5,05
	5,01

	10
	10,0
	7,56
	6,55
	5,99
	5,64
	5,39
	5,20
	5,06
	4,94
	4,85
	4,77
	4,71
	4,65
	4,60

	11
	9,65
	7,21
	6,22
	5,67
	5,32
	5,07
	4,89
	4,74
	4,63
	4,54
	4,46
	4,40
	4,34
	4,29

	12
	9,33
	6,93
	5,95
	5,41
	5,06
	4,82
	4,64
	4,50
	4,39
	4,30
	4,22
	4,16
	4,10
	4,05

	13
	9,07
	6,70
	5,74
	5,21
	4,86
	4,62
	4,44
	4,30
	4,19
	4,10
	4,02
	3,96
	3,91
	3,86

	14
	8,86
	6,51
	5,56
	5,04
	4,69
	4,46
	4,28
	4,14
	4,03
	3,94
	3,86
	3,80
	3,75
	3,70

	15
	8,68
	6,36
	5,42
	4,89
	4,56
	4,32
	4,14
	4,00
	3,89
	3,80
	3,73
	3,67
	3,61
	3,56


Приложение 5

Критические точки распределения Кочрена

	Уровень значимости ( = 0,05

	l
	f

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2
	0,9985
	0,9750
	0,9392
	0,9057
	0,8772
	0,8534
	0,8332

	3
	0,9669
	0,8709
	0,7977
	0,7457
	0,7071
	0,6771
	0,6530

	4
	0,9065
	0,7679
	0,6841
	0,6287
	0,5895
	0,5598
	0,5365

	5
	0,8412
	0,6338
	0,5981
	0,5440
	0,5063
	0,4783
	0,4564

	6
	0,7808
	0,6161
	0,5321
	0,4803
	0,4447
	0,4184
	0,3980

	7
	0,7271
	0,5612
	0,4800
	0,4307
	0,3974
	0,3726
	0,3535

	8
	0,6798
	0,5157
	0,4377
	0,3910
	0,3595
	0,3326
	0,3185

	9
	0,6385
	0,4775
	0,4027
	0,3584
	0,3286
	0,3067
	0,2901

	10
	0,6020
	0,4450
	0,3733
	0,3311
	0,3029
	0,2823
	0,2666

	12
	0,5410
	0,3924
	0,3624
	0,2880
	0,2624
	0,2439
	0,2299

	15
	0,4709
	0,3346
	0,2758
	0,2419
	0,2195
	0,2034
	0,1911

	20
	0,3894
	0,2705
	0,2205
	0,1921
	0,1735
	0,1602
	0,1501

	24
	0,3434
	0,2354
	0,1907
	0,1656
	0,1493
	0,1374
	0,1286

	30
	0,2929
	0,1980
	0,1593
	0,1377
	0,1237
	0,1137
	0,1061

	40
	0,2370
	0,1576
	0,1259
	0,1082
	0,0968
	0,0887
	0,0827

	60
	0,1737
	0,1131
	0,0895
	0,0765
	0,0682
	0,0623
	0,0583


	Уровень значимости ( = 0,05

	l
	f

	
	8
	9
	10
	16
	36
	144
	(

	2
	0,8159
	0,8010
	0,7880
	0,7341
	0,6602
	0,5813
	0,5000

	3
	0,6333
	0,6167
	0,6025
	0,5466
	0,4748
	0,4031
	0,3333

	4
	0,5175
	0,5017
	0,4884
	0,4366
	0,3720
	0,3093
	0,2500

	5
	0,4387
	0,4241
	0,4118
	0,3645
	0,3066
	0,2013
	0,2000

	6
	0,3817
	0,3682
	0,3568
	0,3135
	0,2612
	0,2119
	0,1667

	7
	0,3384
	0,3259
	0,3154
	0,2756
	0,2278
	0,1833
	0,1429

	8
	0,3043
	0,2926
	0,2829
	0,2462
	0,2022
	0,1616
	0,1250

	9
	0,2768
	0,2659
	0,2568
	0,2226
	0,1820
	0,1446
	0,1111

	10
	0,2541
	0,2439
	0,2353
	0,2032
	0,1655
	0,1308
	0,1000

	12
	0,2187
	0,2098
	0,2020
	0,1737
	0,1403
	0,1100
	0,0833

	15
	0,1815
	0,1736
	0,1671
	0,1429
	0,1144
	0,0889
	0,0667

	20
	0,1422
	0,1357
	0,1303
	0,1108
	0,0879
	0,0675
	0,0500

	24
	0,1216
	0,1160
	0,1113
	0,0942
	0,0743
	0,0567
	0,0417

	30
	0,1002
	0,0958
	0,0921
	0,0771
	0,0604
	0,0457
	0,0333

	40
	0,0780
	0,0745
	0,0713
	0,0595
	0,0462
	0,0347
	0,0250

	60
	0,0552
	0,0520
	0,0497
	0,0411
	0,0316
	0,0234
	0,0167


	Уровень значимости ( = 0,01

	l
	f

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2
	0,9999
	0,9950
	0,9794
	0,9586
	0,9373
	0,9172
	0,8988

	3
	0,9933
	0,9423
	0,8831
	0,8335
	0,7933
	0,7606
	0,7335

	4
	0,9676
	0,8643
	0,7814
	0,7212
	0,6761
	0,6410
	0,6129

	5
	0,9279
	0,7885
	0,6957
	0,6329
	0,5875
	0,5531
	0,5259

	6
	0,8828
	0,7218
	0,6258
	0,5635
	0,5195
	0,4866
	0,4608

	7
	0,8376
	0,6644
	0,5685
	0,5080
	0,4659
	0,4347
	0,4105

	8
	0,7945
	0,6152
	0,5209
	0,4627
	0,4226
	0,3932
	0,3704

	9
	0,7544
	0,5727
	0,4810
	0,4251
	0,3870
	0,3592
	0,3378

	10
	0,7175
	0,5358
	0,4469
	0,3934
	0,3572
	0,3308
	0,3106

	12
	0,6528
	0,4751
	0,3919
	0,3428
	0,3099
	0,2861
	0,2680

	15
	0,5747
	0,4069
	0,3317
	0,2882
	0,2593
	0,2386
	0,2228

	20
	0,4799
	0,3297
	0,2654
	0,2288
	0,2048
	0,1877
	0,1748

	24
	0,4247
	0,2871
	0,2295
	0,1970
	0,1759
	0,1608
	0,1495

	30
	0,3632
	0,2412
	0,1913
	0,1635
	0,1454
	0,1327
	0,1232

	40
	0,2940
	0,1915
	0,1508
	0,1281
	0,1135
	0,1033
	0,0957

	60
	0,2151
	0,1371
	0,1069
	0,0902
	0,0796
	0,0722
	0,0668


	Уровень значимости ( = 0,01

	l
	f

	
	8
	9
	10
	16
	36
	144
	(

	2
	0,8823
	0,8674
	0,8539
	0,7949
	0,7067
	0,6062
	0,5000

	3
	0,7107
	0,6912
	0,6743
	0,6059
	0,5153
	0,4230
	0,3333

	4
	0,5897
	0,5702
	0,5536
	0,4884
	0,4057
	0,3251
	0,2500

	5
	0,5037
	0,4854
	0,4697
	0,4094
	0,3351
	0,2644
	0,2000

	6
	0,4401
	0,4229
	0,4084
	0,3529
	0,2858
	0,2229
	0,1667

	7
	0,3911
	0,3751
	0,3616
	0,3105
	0,2494
	0,1929
	0,1429

	8
	0,3522
	0,3373
	0,3248
	0,2779
	0,2214
	0,1700
	0,1250

	9
	0,3207
	0,3067
	0,2950
	0,2514
	0,1992
	0,1521
	0,1111

	10
	0,2945
	0,2813
	0,2704
	0,2297
	0,1811
	0,1376
	0,1000

	12
	0,2535
	0,2419
	0,2320
	0,1961
	0,1535
	0,1157
	0,0833

	15
	0,2104
	0,2002
	0,1918
	0,1612
	0,1251
	0,0934
	0,0667

	20
	0,1645
	0,1567
	0,1501
	0,1248
	0,0960
	0,0709
	0,0500

	24
	0,1406
	0,1338
	0,1283
	0,1060
	0,0810
	0,0595
	0,0417

	30
	0,1157
	0,1100
	0,1054
	0,0867
	0,0658
	0,0480
	0,0333

	40
	0,0898
	0,0853
	0,0816
	0,0668
	0,0503
	0,0363
	0,0250

	60
	0,0625
	0,0594
	0,0567
	0,0461
	0,0344
	0,0245
	0,0167
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